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一致可微 Ｔ函数性质研究
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　　摘　要：　本文结合传统Ｔ函数理论与非阿基米德Ｔ函数理论，深入研究Ｔ函数的性质特点，重点讨论一致可微
Ｔ函数的单圈性及最高位序列的保熵性．首次利用参数的概念建立传统Ｔ函数理论中单字Ｔ函数单圈性判定条件与
非阿基米德Ｔ函数理论中单圈性判定条件的联系，说明了两类判定条件的适用范围．定义了对Ｔ函数生成序列进行压
缩变换的保熵性概念，讨论了一致可微Ｔ函数最高位序列的保熵性，说明了一致可微的Ｔ函数保熵性具有传递性，给
出了Ｔ函数最高位序列保熵性的判定条件．
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１　引言
　　Ｔ函数是２００２年由Ｋｌｉｍｏｖ和Ｓｈａｍｉｒ在文献［１］中
提出的一类非线性函数．由于具有计算速度快、密码学
性质好、易于软硬件实现等特点，Ｔ函数被广泛应用于
序列密码、分组密码等领域．特别是在流密码设计中，Ｔ
函数能代替线性移位寄存器（ＬＦＳＲ）作为初始乱源，从
而克服了 ＬＦＳＲ生成序列周期无法达到最大的缺陷．
Ｋｌｉｍｏｖ和Ｓｈａｍｉｒ在文献［１～３］中利用参数的概念给出
了Ｔ函数单圈性的判定条件，并提出基于Ｔ函数的流密
码设计方案．２００４后，大量基于Ｔ函数设计的密码算法
开始涌现，如 ｅＳＴＲＥＡＭ计划中提交的 ＴＳＣ［４］，ＡＢＣ［５］，
Ｍｉｒ［６］等密码算法均采用 Ｔ函数，同时针对这些算法的
攻击方法也成为研究的热点．文献［７～１０］对 Ｔ函数输

出序列的密码学性质进行了深入研究，包括线性复杂

度、ｋ错线性复杂度、自相关性和非线性度等安全性指
标，研究表明Ｔ函数具有较好的安全性．

研究 Ｔ函数的另一重要途径是非阿基米德理论，
Ａｎａｓｈｉｎ在２ａｄｉｃ整数环中，定义了２ａｄｉｃ距离、范数、
测度等概念，阐述了Ｔ函数即１Ｌｉｐｃｈｉｓ函数（或称为完
备函数），而可逆 Ｔ函数即可测函数，单圈 Ｔ函数即保
测函数［１１］．同时，分别利用一致可微性、马勒插值级数
和ｖａｎｄｅｒｐｕｔ级数，给出了可逆Ｔ函数以及单圈Ｔ函数
的的判定定理［１２～１５］．２０１２年，ＴａｏＳｈｉ，Ａｎａｓｈｉｎ和 Ｄｏｎｇ
ＤａｉＬｉｎ等人在该理论的基础上，发现一致可微 Ｔ函数
的特定分位序列之间存在线性弱点，并提出攻击方

法［１６］．２０１３年，他们又利用 ｖａｎｄｅｒｐｕｔ级数作为工具，
借鉴时间存储折中的思想提出了两类快速计算 Ｔ函数
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的算法［１７］．
近年来，在Ｔ函数的单圈性判定方面，传统 Ｔ函数

理论与非阿基米德理论均取得了丰富的成果，其中传

统理论主要是利用参数作为工具对Ｔ函数进行研究，而
非阿基米德理论则是借助 Ｔ函数一致可微的性质进行
研究，两种理论各有特点、各有优势．如果能将两种理论
结合起来对Ｔ函数的性质进行研究是非常有意义的，本
文从这方面出发建立起两种理论之间的联系，为Ｔ函数
的研究提供了新的思路．
１９８８年，黄民强在研究环 Ｚ／（ｐｅ）上序列的性质时

提出了“保熵性”概念［１８］．具体地，设 ｆ（ｘ）＝ｘｎ＋ｃｎ－１
ｘｎ－１＋…ｃ０是 Ｚ／（ｐ

ｅ）上的首一多项式，对序列 珔ａ＝（ａ
（ｔ））ｔ≥０，若满足关系式 ａ（ｉ＋ｎ）＝－［ｃ０ａ（ｉ）＋ｃ１ａ（ｉ＋
１）＋… ＋ｃｎ－１ａ（ｉ＋ｎ－１）］（ｍｏｄｐ

ｅ），则称 珔ａ是环 Ｚ／
（ｐｅ）上由ｆ（ｘ）生成的 ｎ级线性递归序列，同时将环 Ｚ／
（ｐｅ）上由ｆ（ｘ）生成的全体序列记为Ｇ（ｆ（ｘ），ｐｅ）［１９］．如
果将珔ａ的元素都进行 ｐａｄｉｃ展开，则可称序列 珔ａｉ＝（ａｉ
（ｔ））ｔ≥０为 珔ａ的第 ｉ权位序列．进一步，设 φ（ｘ０，ｘ１，…，
ｘｅ－１）为Ｚ／（ｐ）上的ｅ元多项式函数，称Ｚ／（ｐ）上的序列
φ（珔ａ０，珔ａ１，…，珔ａｅ－１）＝（φ（ａ０（ｔ），ａ１（ｔ），…，ａｅ－１（ｔ）））ｔ≥０
为φ作用在珔ａ上导出的权位压缩导出序列，简称权位压
缩导出序列．“保熵性”概念的提出旨在刻画从 Ｚ／（ｐｅ）
上的本原序列到其权位压缩导出序列的压缩过程中没

有信息损失，从而使压缩后的权位压缩导出序列保留

压缩前本原序列的所有信息，即对任意 珔ａ，珋ｂ∈Ｇ（ｆ（ｘ），
ｐｅ），珔ａ＝珋ｂ当且仅当 φ（珔ａ０，珔ａ１，…，珔ａｅ－１）＝φ（珋ｂ０，珋ｂ１，…，
珋ｂｅ－１），文献［２０，２１］证明了 Ｚ／（ｐ

ｅ）上的本原序列的最

高权位序列是保熵的．Ｔ函数作为一类非线性序列，基
于Ｔ函数的密码算法常常只使用 Ｔ函数的最高分位或
最高几个分位序列，而Ｔ函数的最高位序列是否含有状
态序列的全部信息，至今没有文献进行讨论．本文从这
方面出发给出Ｔ函数生成序列进行压缩变换的保熵性
概念，讨论了一致可微Ｔ函数最高位序列的保熵性以及
判定条件，揭示了一致可微 Ｔ函数的最高位序列性质，
为进一步研究Ｔ函数的性质提供参考．

２　基础知识
　　首先，给出传统意义下Ｔ函数的相关定义：
　　定义１［１］　设ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｍ－１）

Ｔ∈Ｆｍ×ｎ２ ，其中 ｘｉ
＝（［ｘｉ］ｎ－１，…，［ｘｉ］０）∈Ｆ

ｎ
２为一个ｎ比特字，设 ｆ（ｘ）＝

（［ｆ（ｘ）］ｎ－１，…，［ｆ（ｘ）］１，［ｆ（ｘ）］０）为Ｆ
ｍ×ｎ
２ →Ｆ

ｌ×ｎ
２ 上的

多输出函数．如果输出的第 ｉ位［ｆ（ｘ）］ｉ仅与输入的第
０位到第ｉ位，即（［ｘ］ｉ，…，［ｘ］１，［ｘ］０）有关，则称 ｆ（ｘ）
为Ｔ函数．其中［ｘ］ｉ，［ｆ（ｘ）］ｉ分别表示 ｎ维向量 ｘ和
ｆ（ｘ）的第ｉ路分量，ｉ＝０，１，…ｎ－１当ｍ＝ｌ＝１时称为
单字Ｔ函数，否则称为多字Ｔ函数．

本文的研究重点为单字Ｔ函数，故下文在不加说明
的情况下，Ｔ函数均指单字Ｔ函数．
　　定义２［２］　设ｆ（ｘ）为Ｆｎ２→Ｆ

ｎ
２上的 Ｔ函数，任取ｘ０

∈Ｆｎ２为初态，ｘｔ＝ｆ（ｘｔ－１）为第 ｔ时刻状态，则序列 珋ｘ＝
（ｘ０，ｘ１，ｘ２，…）称为由ｆ（ｘ）生成的状态序列，其中 ｘｔ＝
（ｘｔ，ｎ－１，…，ｘｔ，１，ｘｔ，０），序列 珋ｘｉ＝（ｘ０，ｉ，ｘ１，ｉ，ｘ２，ｉ，…）称为由
ｆ（ｘ）生成的第 ｉ分位序列．若序列 珋ｘ的周期为２ｎ，则称
ｆ（ｘ）为单圈Ｔ函数．
　　定义３［２］　设ｆ（ｘ）是 Ｆｎ２→Ｆ

ｎ
２上的多输出函数，记

ｆ（ｘ）＝（［ｆ（ｘ）］ｎ－１，…，［ｆ（ｘ）］１，［ｆ（ｘ）］０），如果输出的
第ｉ位［ｆ（ｘ）］ｉ仅与输入的第０至第 ｉ－１位有关，则称
ｆ（ｘ）为参数．
　　定义４［２］　若ｒ（ｘ）是Ｆｎ２→Ｆ

ｎ
２上的参数，令Ｂ［ｒ，ｎ］

＝２－ｎ∑
２ｎ－１－１

ｉ＝０
（ｒ（ｉ＋２ｎ－１）－ｒ（ｉ））（ｍｏｄ２），若存在 Ｎ０，对任

意ｎ＞Ｎ０，有Ｂ［ｒ，ｎ］＝０成立，则称ｒ（ｘ）为偶参数；若对
任意ｎ＞Ｎ０，有Ｂ［ｒ，ｎ］＝１成立，则称ｒ（ｘ）为奇参数．若
对任意Ｎ０，均存在ｎ０＞Ｎ０，ｎ１＞Ｎ０使得 Ｂ［ｒ，ｎ０］＝０，Ｂ
［ｒ，ｎ１］＝１，则称ｒ（ｘ）为非奇非偶参数．

另一方面，介绍非阿基米德理论中Ｔ函数的相关定
义．二元域上的任意一条序列 珋ｘ＝…ｘ２ｘ１ｘ０，其中 ｘｊ∈Ｆ２
＝｛０，１｝，可看作自然数∑ｎ－１

ｊ＝０
２ｊｘｊ，则任意一条二元序

列均可视作由实数加法与乘法构成的２ａｄｉｃ整数环 Ｚ２
中的元素，而且２ａｄｉｃ整数环 Ｚ２中的元素与二元域 Ｆ２
上的序列存在一一对应关系．另外，２ａｄｉｃ整数环 Ｚ２包
含了分母为奇数的既约有理分数，而最终周期序列都

能表示成分母为奇数的既约有理分数的形式．所以，Ｔ
函数生成序列的相关性质可在 ２ａｄｉｃ整数环中进行
讨论．

２ａｄｉｃ整数环还有一重要性质，即关于距离构成度
量空间，距离的定义如下：令 ｕ，ｖ∈Ｚ２，则 ｕ，ｖ的距离表

示为 ｄ２（ｕ，ｖ）＝｜ｕ－ｖ｜２＝
１
２ｋ
，其中 ｋ＝ｍｉｎ｛ｊ｜［ｕ］ｊ≠

［ｖ］ｊ｝，且满足 ｄ２（ｕ，ｖ）＝０当且仅当 ｕ＝ｖ．在这种定义
下，当ｖ＝０时，ｄ２（ｕ，０）＝｜ｕ｜２表示ｕ的２ａｄｉｃ绝对值，
记ｏｒｄ２ｕ＝－ｌｏｇ２｜ｕ｜２表示 ｕ的２ａｄｉｃ估值，ｏｒｄ２０＝∞．
此时，对于任意ａ，ｂ∈Ｚ２，满足｜ａ－ｂ｜２≤２

－ｋ当且仅当 ａ
≡ｂ（ｍｏｄ２ｋ）．

另外，距离度量满足强三角不等式：任意 ａ，ｂ∈Ｚ２，
有｜ａ＋ｂ｜２≤ｍａｘ｛｜ａ｜２，｜ｂ｜２｝，满足这一特性的度量又
被称为超度量空间或非阿基米德度量空间．在该度量
空间中，可以讨论可微性，可导性，连续性，极限等性质．
此时，可以利用度量的概念给出 １Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的定
义，即为单字Ｔ函数的定义．
　　定义５［１１］　若Ｚ２→Ｚ２上的函数 ｆ（ｘ）对于任意ｕ，ｖ

７７６２
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∈Ｚ２，都有｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜２≤｜ｕ－ｖ｜２成立，则称 ｆ（ｘ）为
２ａｄｉｃ整数环上的１Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数．
　　定义６［１１］　Ｔ函数ｆ：Ｚ２→Ｚ２在点ｘ０∈Ｚ２称为可微
的（其中ｆ′（ｘ）∈Ｚ２称为 ｆ在点 ｘ的导数）当且仅当对

任意正整数Ｍ，存在正整数 Ｋ，使得当｜ｈ｜２≤
１
２Ｋ
时，ｆ（ｘ０

＋ｈ）≡ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）·ｈ（ｍｏｄ２
ｏｒｄ２ｈ＋Ｍ）成立．

　　定义７［１１］　Ｔ函数ｆ：Ｚ２→Ｚ２称为模２
Ｍ一致可微的

当且仅当存在正整数 Ｋ，使得当 ｜ｈ｜２≤
１
２Ｋ
（即 ｈ≡

０ｍｏｄ２Ｋ）时，对任意ｘ∈Ｚ２下式成立：
ｆ（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ）＋ｆ′（ｘ）·ｈ（ｍｏｄ２ｏｒｄ２ｈ＋Ｍ）

具有上述特性的Ｋ＝Ｋ（Ｍ）的最小值记为ＮＭ（ｆ）．
　　定义８［１１］　Ｔ函数 ｆ：Ｚ２→Ｚ２称为一致可微的当且
仅当对任意正整数Ｍ∈Ｎ，存在正整数Ｋ，使得当｜ｈ｜２≤
１
２Ｋ
时，对任意ｘ∈Ｚ２下式均成立：

ｆ（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ）＋ｆ′（ｘ）·ｈ（ｍｏｄ２ｏｒｄ２ｈ＋Ｍ）
给定Ｍ，具有上述特性的 Ｋ＝Ｋ（Ｍ）的最小值记为

ＮＭ（ｆ），这里ＮＭ（ｆ）的含义与定义７中的一致．

３　参数与一致可微
　　下面利用非阿基米德理论，对传统Ｔ函数中的参数
概念进行深入研究，建立起非阿基米德理论中单圈性

判定条件与传统Ｔ函数理论中单圈性判定条件之间的
联系，首先，给出相关引理．
　　引理１［１１］　设 ｆ：Ｚ２→Ｚ２是模２一致可微 Ｔ函数，
则其是可逆的当且仅当ｆ模２ＮＭ（ｆ）＋１是可逆的．
　　引理２［１１］　设 ｆ：Ｚ２→Ｚ２是模４一致可微 Ｔ函数，
则其是单圈的当且仅当ｆ模２ＮＭ（ｆ）＋２是单圈的．
　　引理３［１１］　设ｆ：Ｚ２→Ｚ２是模４一致可微单圈 Ｔ函
数，则对任意ｘ∈Ｚ２，其导数满足ｆ′（ｘ）≡１（ｍｏｄ２）．
　　引理４［２］　设ｒ（ｘ）是 Ｆｎ２→Ｆ

ｎ
２上的参数，若存在整

数Ｎ０使得函数 ｆ（ｘ）＝ｘ＋ｒ（ｘ）ｍｏｄ２
Ｎ０是单圈函数，则

ｆ（ｘ）是单圈Ｔ函数当且仅当对所有 ｎ≥Ｎ０，ｒ（ｘ）是偶
参数．
　　引理５［２］　设ｒ（ｘ）是 Ｆｎ２→Ｆ

ｎ
２上的参数，若存在整

数Ｎ０使得函数 ｆ（ｘ）＝ｘｒ（ｘ）ｍｏｄ２
Ｎ０是单圈函数，则

ｆ（ｘ）是单圈Ｔ函数当且仅当对所有 ｎ≥Ｎ０，ｒ（ｘ）是奇
参数．
　　引理６［２］　设ｆ（ｘ）是Ｆｎ２→Ｆ

ｎ
２上的 Ｔ函数，则 ｆ（ｘ）

是单圈Ｔ函数的充要条件是存在Ｆｎ２→Ｆ
ｎ
２上的一个参数

α（ｘ），对所有的ｉ＜ｎ，有［ｆ（ｘ）］ｉ＝［ｘ］ｉ［α（ｘ）］ｉ，且

满足
２ｉ－１

ｘ＝０
［α（ｘ）］ｉ＝１．

上述引理中，引理２基于非阿基米德理论给出了判

定一类Ｔ函数是否为单圈Ｔ函数的方法，引理６基于传
统Ｔ函数理论给出了判定所有 Ｔ函数是否为单圈 Ｔ函
数的方法．引理２的条件易于判定，但只对特殊的 Ｔ函
数成立；引理６的判定条件对所有的 Ｔ函数成立，但考
查其充要条件存在一定的困难．所以为了寻找更好的
判定方法，我们通过研究传统理论中参数的概念在非

阿基米德理论中的含义，找出不同判定条件之间的联

系，给出不同判定条件的适用范围．
　　定理１　Ｔ函数ｆ（ｘ）为 Ｚ２→Ｚ２上的参数当且仅当
ｆ（ｘ）模２一致可微，且对任意 ｘ∈Ｚ２，满足 ｆ′（ｘ）≡０
（ｍｏｄ２）．
　　证明　充分性：由于ｆ（ｘ）模２一致可微，则存在正
整数Ｋ，使得当｜ｈ｜２≤２

－Ｋ（即 ｈ≡０ｍｏｄ２Ｋ）时，对任意 ｘ
∈Ｚ２，满足ｆ（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ）＋ｆ′（ｘ）·ｈ（ｍｏｄ２

ｏｒｄ２ｈ＋１），又

因为对任意ｘ∈Ｚ２，有ｆ′（ｘ）≡０（ｍｏｄ２），则当ｋ≥Ｋ时，
令ｈ＝２ｋ，得到ｆ（ｘ＋２ｋ）≡ｆ（ｘ）（ｍｏｄ２ｋ＋１），根据参数的
定义知ｆ（ｘ）为参数．

必要性：由于 ｆ（ｘ）为参数，则存在整数 Ｋ，当 ｋ≥Ｋ
时，有ｆ（ｘ＋２ｋ）≡ｆ（ｘ）（ｍｏｄ２ｋ＋１）成立，即对任意 ｈ≡
０ｍｏｄ２Ｋ，有ｆ（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ）＋０×ｈ（ｍｏｄ２ｋ＋１）成立．则由
一致可微的定义得，ｆ为模２一致可微的，且对任意 ｘ∈
Ｚ２，ｆ′（ｘ）≡０（ｍｏｄ２）．

定理１给出了参数在非阿基米德理论中的描述，建
立了两种理论之间的联系，在此基础上，我们将讨论奇

参数与偶参数的性质，并给出它们在非阿基米德理论

中的描述．
　　定理２　若ｆ：Ｚ２→Ｚ２是模４一致可微Ｔ函数，且对
任意ｘ∈Ｚ２，有ｆ′（ｘ）≡０（ｍｏｄ２）成立，则当ｋ≥Ｎ２（ｆ）＋
２时，ｆ为偶参数．
　　证明　由于ｆ为模４一致可微的，则存在 Ｋ∈Ｎ，使
得当｜ｈ｜２≤２

－Ｋ（即 ｈ≡０ｍｏｄ２Ｋ）时，对任意 ｘ∈Ｚ２，满足
ｆ（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ）＋ｆ′（ｘ）·ｈ（ｍｏｄ２ｏｒｄ２ｈ＋２）．令ｈ＝２ｋ，其中
ｋ≥Ｋ＋１，得ｆ（ｘ＋２ｋ）≡ｆ（ｘ）＋２ｋ·ｆ′（ｘ）（ｍｏｄ２ｋ＋２）．考

虑［ｆ′（ｘ）］１＝
１
２ｋ＋１
（ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ＋２ｋ））（ｍｏｄ２），由于

ｆ′（ｘ）ｍｏｄ４的周期为２Ｋ，则［ｆ′（ｘ）］１的周期为２
Ｋ，于

是下式成立

１
２ｋ＋１∑

２ｋ－１

ｘ＝０
（ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ＋２ｋ））≡∑

２ｋ－１

ｘ＝０
ｆ′（ｘ[ ]）１

　≡２ｋ－Ｋ∑
２Ｋ－１

ｘ＝０
ｆ′（ｘ[ ]）１≡０（ｍｏｄ２）

由偶参数的定义得，当 ｋ≥Ｎ２（ｆ）＋２时，ｆ为偶
参数．
　　推论１　若Ｔ函数ｆ：Ｚ２→Ｚ２为奇参数，则ｆ一定不
是模４一致可微的．

定理１和定理２说明模４一致可微的参数一定是

８７６２
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偶参数，但偶参数不一定是模４一致可微的．推论１表
明奇参数一定不是模４一致可微的，根据奇偶参数与一
致可微性的关系，结合单圈 Ｔ函数的判定定理，得到以
下结论：

　　推论２　若存在正整数 Ｋ，使得 Ｔ函数 ｇ（ｘ）＝ｘ＋
ｆ（ｘ）ｍｏｄ２Ｋ为单圈函数，则 ｇ（ｘ）是单圈 Ｔ函数当且仅
当ｆ（ｘ）是模４一致可微的，且对任意ｘ∈Ｚ２，有ｆ′（ｘ）≡
０（ｍｏｄ２），同时满足Ｎ２（ｆ）≤Ｋ．
　　定理３　若单圈Ｔ函数ｆ（ｘ）：Ｚ２→Ｚ２是模４一致可
微的，则ｆ（ｘ）可以表示成 ｆ（ｘ）＝ｘ＋ｒ（ｘ）的形式，其中
当ｋ≥Ｎ２（ｆ）＋２时，ｒ（ｘ）为偶参数．
　　证明　由于单圈 Ｔ函数 ｆ（ｘ）：Ｚ２→Ｚ２是模４一致
可微的，由引理 ３得 ｆ′（ｘ）≡１（ｍｏｄ２），且当｜ｈ｜２≤
２－Ｎ２（ｆ）时，对任意ｘ∈Ｚ２，下式成立：

ｆ（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ）＋ｆ′（ｘ）·ｈ（ｍｏｄ２ｏｒｄ２ｈ＋２）
令ｒ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｘ，任取 ｜ｈ｜２≤２

－Ｎ２（ｆ）（即 ｈ≡
０ｍｏｄ２Ｎ２（ｆ）），对任意ｘ∈Ｚ２，有：
ｒ（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ＋ｈ）－（ｘ＋ｈ）≡ｆ（ｘ）＋ｈ·ｆ′（ｘ）－（ｘ＋ｈ）
≡ｒ（ｘ）＋ｈ·（ｆ′（ｘ）－１）≡ｒ（ｘ）＋ｈ·ｒ′（ｘ）（ｍｏｄ２ｏｒｄ２ｈ＋２）
由ｆ′（ｘ）≡１（ｍｏｄ２），得到 ｒ′（ｘ）≡０（ｍｏｄ２），且由

一致可微的定义知 ｒ（ｘ）为模４一致可微的．根据定理
２，则当ｋ≥Ｎ２（ｆ）＋２时，ｒ（ｘ）为偶参数，得证．

定理１、定理２及推论１描述了传统 Ｔ函数理论中
参数、奇参数和偶参数等概念与非阿基米德理论中一

致可微性的关系，说明了参数均是模２一致可微的、模
４一致可微的参数一定是偶参数、奇参数一定不具有模
４一致可微性，这为进一步研究Ｔ函数的性质提供了理
论支撑．同时，结合已有的Ｔ函数单圈性判定方法，发现
非阿基米德理论中利用一致可微性判定 Ｔ函数单圈性
的方法，部分适用于传统理论中通过偶参数构造的Ｔ函
数，而对基于奇参数构造的 Ｔ函数，该判定方法不再适
用，这为研究Ｔ函数的判定方法提供了新的工具．

４　Ｔ函数最高分位序列保熵性研究

　　环Ｚ／（ｐｅ）上由本原多项式 ｆ（ｘ）生成序列的保熵
性，是为了考察该序列经过压缩变换后是否有信息丢

失．这里，我们对单圈Ｔ函数ｆ（ｘ）的状态生成序列做压
缩变换，同样考察压缩过程中是否有信息的丢失．由于
单圈Ｔ函数ｆ（ｘ）取不同初态时的生成序列具有相同的
圈结构，故此时将保熵性的定义进行拓展，称为广义保

熵性．具体地，设集合 Ω为若干单圈 Ｔ函数的集合，
Ｓ（Ω）为 Ω中单圈 Ｔ函数的状态生成序列集合，设
φ（ｘｎ－１，…，ｘ１，ｘ０）为Ｆ

ｎ
２→Ｆ

ｌ
２上的映射，称序列 φ（珋ｘｎ－１，

…，珋ｘ１，珋ｘ０）＝（φ（ｘｎ－１（ｔ），…，ｘ１（ｔ），ｘ０（ｔ）））ｔ≥０为 φ作
用在 珋ｘ上的压缩导出序列．若对任意珔ａ，珋ｂ∈Ｓ（Ω），珔ａ＝珋ｂ
当且仅当φ（珔ａｎ－１，…，珔ａ１，珔ａ０）＝φ（珋ｂｎ－１，…，珋ｂ１，珋ｂ０），则称

映射φ对Ｓ（Ω）是保熵的．
由于Ｔ函数第ｉ路输出只与第０，…，ｉ路输入有关，

因此Ｔ函数所有输出分位序列中最高分位序列包含的
输入信息最多．本节考察单圈Ｔ函数输出的最高分位序
列是否具有保熵性．

根据Ｔ函数的构造方法和结构特点，不难发现任意
单圈Ｔ函数输出序列的最高分位序列可由多个不同的
单圈Ｔ函数生成，故任意单圈Ｔ函数输出序列的最高分
位序列不具有保熵性．因此，我们将考察的范围限制到
具有某一特性的单圈Ｔ函数．
　　引理７［１５］　设 ｆ（ｘ）：Ｚ２→Ｚ２是模４一致可微的 Ｔ
函数，则其导数模 ４是周期函数，且周期是 ２Ｎ２（ｆ）的因
子，即ｐｅｒ｛ｆ′（ｘ）（ｍｏｄ４）｝｜２Ｎ２（ｆ）．
　　引理８［１１］　设ｆ（ｘ）：Ｚ２→Ｚ２是模４一致可微的单
圈Ｔ函数，珋ｘ＝（ｘ０，ｘ１，ｘ２，……）为 ｆ（ｘ）生成的状态序
列，ｘ０为给定初态，则对任意分位 ｊ≥Ｎ２（ｆ）＋１，下式
成立：

ｘｉ＋２ｊ－１，ｊ＝ｘｉ，ｊｘ２ｊ－１，ｊｘｉ，ｊ－１ｘ０，ｊｘ０，ｊ－１ｙ（ｉ）（ｍｏｄ２）
其中ｙ（ｉ）与分位ｊ无关，且 ｐｅｒ（｛ｙ（ｉ）｝∞ｉ＝０）＝２

Ｋ，０
≤Ｋ≤Ｎ２（ｆ）．

从引理８的证明过程中，可以得到以下结论：
　　推论３　设ｆ（ｘ）是模４一致可微的单圈 Ｔ函数，珋ｘ
＝（ｘ０，ｘ１，ｘ２，……）为 ｆ（ｘ）生成的状态序列，其中第 ｉ
时刻状态为ｘｉ＝（ｘｉ，ｎ－１，ｘｉ，ｎ－２，…，ｘｉ，０）∈Ｆ

ｎ
２，则对任意分

位ｊ≥Ｎ２（ｆ）＋１，下式成立：
ｘｉ＋２ｊ－１，ｊ＝ｘｉ，ｊｘｋ＋２ｊ－１，ｊｘｉ，ｊ－１ｘｋ，ｊｘｋ，ｊ－１ｙ（ｉ）（ｍｏｄ２）
其中ｙ（ｉ）与分位ｊ无关，且 ｐｅｒ（｛ｙ（ｉ）｝∞ｉ＝０）＝２

Ｋ，０
≤Ｋ≤Ｎ２（ｆ）．
　　定理４　设集合Ω＝｛ｆ（ｘ）｜ｆ（ｘ）为模４一致可微的
单圈Ｔ函数，存在 ｘ∈Ｚ２，使得 ｆ′（ｘ）≠１ｍｏｄ４，其中
Ｎ２（ｆ）≤Ｋ｝，序列 珋ｘ＝（ｘ０，ｘ１，ｘ２，……），珋ｙ＝（ｙ０，ｙ１，ｙ２，
……）是集合Ω中任意Ｔ函数的状态生成序列，若 珋ｘ＝珋ｙ
（ｍｏｄ２Ｋ＋２）当且仅当 珋ｘＫ＋１＝珋ｙＫ＋１成立，则对于 ｎ≥Ｋ＋２，
有 珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２ｎ）当且仅当 珋ｘｎ－１＝珋ｙｎ－１成立．
　　证明　设 珋ｘ＝（ｘ０，ｘ１，ｘ２，……）为 ｆ（ｘ）∈Ω的生成
序列，珋ｙ＝（ｙ０，ｙ１，ｙ２，……）为 ｇ（ｘ）∈Ω的生成序列，利
用归纳法进行证明：

由于序列 珋ｘ＝（ｘ０，ｘ１，ｘ２，……）与序列 珋ｙ＝（ｙ０，ｙ１，
ｙ２，……）为集合Ω中任意Ｔ函数的生成序列，由条件 珋ｘ
＝珋ｙ（ｍｏｄ２Ｋ＋２）当且仅当 珋ｘＫ＋１＝珋ｙＫ＋１成立，则当 ｎ＝Ｋ＋２
时，结论成立．

假设当ｎ＝ｋ＞Ｋ＋２≥Ｎ２（ｆ）＋２时，结论成立，即
满足 珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２ｋ）成立当且仅当 珋ｘｋ－１＝珋ｙｋ－１成立．

对于序列 珋ｘ和 珋ｙ，当 珋ｘｋ＝珋ｙｋ时，若此时存在时刻 ｔ，
使得ｘｔ，ｋ－１＝ｙｔ，ｋ－１，根据推论３，对任意时刻ｉ下式成立

９７６２
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　　ｘｉ＋２ｋ－２，ｋ－１＝ｘｉ，ｋ－１ｘｔ＋２ｋ－２，ｋ－１ｘｉ，ｋ－２
ｘｔ，ｋ－１ｘｔ，ｋ－２α（ｉ）（ｍｏｄ２）

　　ｙｉ＋２ｋ－２，ｋ－１＝ｙｉ，ｋ－１ｙｔ＋２ｋ－２，ｋ－１ｙｉ，ｋ－２
ｙｔ，ｋ－１ｙｔ，ｋ－２β（ｉ）（ｍｏｄ２）

由假设条件 珋ｘｋ－１＝珋ｙｋ－１时，有 珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２
ｋ），故 珋ｘｋ－２

＝珋ｙｋ－２，所以得到对任意时刻ｉ，有α（ｉ）＝β（ｉ）（ｍｏｄ２）．
进一步地，当ｎ＝ｋ＋１时，任意时刻ｉ由推论３，有

　　ｘｉ＋２ｋ－１，ｋ＝ｘｉ，ｋｘｔ＋２ｋ－１，ｋｘｉ，ｋ－１ｘｔ，ｋ
ｘｔ，ｋ－１α（ｉ）（ｍｏｄ２）

　　＝ｙｉ＋２ｋ－１，ｋ＝ｙｉ，ｋｙｔ＋２ｋ－１，ｋｙｉ，ｋ－１ｙｔ，ｋ
ｙｔ，ｋ－１β（ｉ）（ｍｏｄ２）

得到ｘｉ，ｋ－１ｘｔ，ｋ－１＝ｙｉ，ｋ－１ｙｔ，ｋ－１（ｍｏｄ２），而ｘｔ，ｋ－１＝
ｙｔ，ｋ－１，所以此时ｘｉ，ｋ－１＝ｙｉ，ｋ－１，即 珋ｘｋ－１＝珋ｙｋ－１，根据假设得
到此时珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２ｋ），所以珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２ｋ＋１），故结论珋ｘ＝珋ｙ
（ｍｏｄ２ｋ＋１）成立当且仅当 珋ｘｋ＝珋ｙｋ成立，即证．

若当 珋ｘｋ＝珋ｙｋ时，不存在时刻ｔ，使得ｘｔ，ｋ－１＝ｙｔ，ｋ－１，即
任意时刻 ｉ≥０，都有 ｘｉ，ｋ－１＝ｙｉ，ｋ－１１，令 珋ｙ′＝（ｙ′０，ｙ′１，
ｙ′２，……）＝（ｙ２ｋ－１，ｙ２ｋ－１＋１，ｙ２ｋ－１＋２，……），则 珋ｙ′为ｇ（ｘ）∈Ω
的生成序列，而此时任意时刻 ｉ满足 ｘｉ，ｋ－１＝ｙｉ，ｋ－１１＝
ｙｉ＋２ｋ－１，ｋ－１＝ｙ′ｉ′，ｋ－１，即 珋ｘｋ－１＝珋ｙ′ｋ－１，由假设可得此时 珋ｘ＝珋ｙ′
（ｍｏｄ２ｋ），又由于 珋ｙ′＝（ｙ２ｋ－１，ｙ２ｋ－１＋１，ｙ２ｋ－１＋２，……）＝ｙ
（ｍｏｄ２ｋ－１），所以得到 珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２ｋ－１），

由ｆ（ｘ）与 ｇ（ｘ）为模 ４一致可微 Ｔ函数，珋ｘ＝珋ｙ′
（ｍｏｄ２ｋ），而ｋ≥Ｍａｘ（Ｎ２（ｆ）＋２，Ｎ２（ｇ）＋２），故 ｆ（ｘ＋
２ｋ－２ｈ）＝ｆ（ｘ）＋２ｋ－２ｈｆ′（ｘ）（ｍｏｄ２ｋ），ｇ（ｙ＋２ｋ－２ｈ）＝
ｆ（ｙ）＋２ｋ－２ｈｆ′（ｙ）（ｍｏｄ２ｋ＋１），可得ｆ′（ｘ）＝ｇ′（ｙ）ｍｏｄ４．
另一方面，序列 珋ｘ及序列 珋ｙ满足 珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２ｋ－１），珋ｘｋ－１＝
珋ｙｋ－１１，珋ｘｋ＝珋ｙｋ，则根据一致可微的定义，任意时刻 ｉ≥０
都有

　　ｘｉ＋２ｋ－１＋１＝ｆ（ｘｉ＋２ｋ－１）＝ｆ（ｘｉ＋（ｘｉ＋２ｋ－１ －ｘｉ））
＝ｆ（ｘｉ）＋（ｘｉ＋２ｋ－１ －ｘｉ）ｆ′（ｘｉ）（ｍｏｄ２

ｋ）

　　ｙｉ＋２ｋ－１＋１＝ｇ（ｙｉ＋２ｋ－１）＝ｇ（ｙｉ＋（ｙｉ＋２ｋ－１ －ｙｉ））
＝ｇ（ｙｉ）＋（ｙｉ＋２ｋ－１ －ｙｉ）ｇ′（ｙｉ）（ｍｏｄ２

ｋ）

其中ｘｉ＝ｙｉｍｏｄ２
Ｋ，所以有

ｆ′（ｘ）＝
ｙｉ＋２ｋ－１＋１－ｙｉ＋１
ｙｉ＋２ｋ－１－ｙｉ

＝
２（ｙｉ＋２ｋ－１＋１，ｋｙｉ＋１，ｋｙｉ＋１，ｋ－１）＋１
２（ｙｉ＋２ｋ－１，ｋｙｉ，ｋｙｉ，ｋ－１）＋１

＝
２（ｘｉ＋２ｋ－１＋１，ｋｘｉ＋１，ｋｘｉ＋１，ｋ－１１）＋１
２（ｘｉ＋２ｋ－１，ｋｘｉ，ｋｙｉ，ｋ－１１）＋１

＝
２（ｘｉ＋２ｋ－１＋１，ｋｘｉ＋１，ｋｘｉ＋１，ｋ－１）＋１
２（ｘｉ＋２ｋ－１，ｋｘｉ，ｋｙｉ，ｋ－１）＋１

＝
ｘｉ＋２ｋ－１＋１－ｘｉ＋１
ｘｉ＋２ｋ－１－ｘｉ

＝ｇ′（ｙ）ｍｏｄ４

上式成立当且仅当 ｘｉ＋２ｋ－１＋１，ｋｘｉ＋１，ｋｘｉ＋１，ｋ－１ ＝
ｘｉ＋２ｋ－１，ｋｘｉ，ｋｘｉ，ｋ－１时，即满足任意 ｘ，ｙ∈Ｚ２，ｆ′（ｘ）＝ｇ′
（ｙ）＝１ｍｏｄ４，然而此时与条件存在 ｘ，ｙ∈Ｚ２，ｆ′（ｘ）≠
１ｍｏｄ４且ｇ′（ｙ）≠１ｍｏｄ４矛盾，故该情况不存在，即若当

珋ｘｋ＝珋ｙｋ时，一定存在时刻 ｔ，使得 ｘｔ，ｋ－１＝ｙｔ，ｋ－１．综上所
述，当ｎ＝ｋ＋１时，珋ｘ＝珋ｙ（ｍｏｄ２ｎ）当且仅当 珋ｘｎ－１＝珋ｙｎ－１成
立，即证．

定理４说明对于一类模４一致可微且具有相似结
构（即相近的Ｎ２（ｆ）值）的单圈Ｔ函数，考察其中任意两
个不同的Ｔ函数能否生成相同的最高分位输出序列只
需考察当输入规模较小时（ｎ＝Ｎ２（ｆ）＋２），结论是否
成立．

５　小结
　　本文研究了一致可微的单圈Ｔ函数的性质，首先通
过讨论参数概念在非阿基米德理论中的含义，给出了

两种理论中单圈Ｔ函数判定条件的联系，说明了非阿基
米德理论中的判定条件适用于部分由偶参数构造的 Ｔ
函数．另一方面，考察了单圈 Ｔ函数最高分位输出序列
的保熵性，说明了一般 Ｔ函数不具有保熵性，而对于模
４一致可微且具有相似结构的单圈 Ｔ函数，其最高分位
序列保熵性等价于当输入规模较小时最高分位序列的

保熵性，为研究具有相似结构Ｔ函数的多样性提供了理
论基础．
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